DEVOIR DE RENTREE - CORRECTION - VERSION PROVISOIRE.

ECG2 MATHS APPLIQUEES

REMARQUES / COMMENTAIRES / ERREURS FREQUENTES.

Stratégie générale, décryptage du sujet.

Remarques plus spécifiques sur ’exercice 1.

Remarques plus spécifiques sur ’exercice 2.

Remarques plus spécifiques sur ’exercice 3.

BAREME ET EXIGENCES.

Exercice 1 : 19 points.

1.

4.

6 points, 3 pour chacune des deux sommes. Les trois points sont répartis en 1 pour la convergence et
2 pour le calcul de la somme infinie (pas de pénalité si la premiére somme n’est pas complétement
simplifiée).

4 points, 1 pour la formule du bindéme, 1 pour vérifier 'hypothése (les matrices commutent), 2 pour
la simplification de la somme et 'expression des matrices A™.

. 5 points. C’est une pure question d’informatique et il n’est pas attendu que ’on montre la divergence

vers +oo de la suite récurrente. 1 point pour les appels de bibliothéques (ici math ou numpy suffit),
1 point pour la déclaration de la fonction, 2 points pour 'organisation de la boucle while et 1 point
supplémentaire si le programme marche.

a. 1 point, question de cours.

b. 2 points, on fait la vérification.

c. 1 point, il suffit de citer le principe de superposition.

Exercice 2 : 59 points.

1.

2 points, 1 pour analyser la contrainte (il faut que ﬁ soit strictement positif), 1 pour trouver
I'intervalle de définition.
2 points, 1 pour chaque limite, aucune difficulté particuliére.

3 points, 1 pour la dérivée de f, 1 pour le signe de la dérivée, 1 pour récapituler sous forme de tableau.

. 3 points, 1 pour I'équation de la tangente (c’est facile avec la dérivée de la question précédente), 2

pour la position de la courbe par rapport & sa tangente. Pour les cubes, le mieux est de faire un DL,
pour les carrés, le mieux est de chercher la convexité / concavité de la fonction en 0. On peut aussi
chercher le signe de f(z) — x mais c¢’est surement plus compliqué.

5 points, 1 pour dessiner une courbe sur le bon intervalle de définition, 1 pour la croissance, 1 pour
les bonnes limites, 1 pour la tangente, 1 pour la position de la courbe par rapport & la tangente.
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11.

12.
13.

14.
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1 point, question de cours.

b. 1 point, question trés simple.

b.

c.
d.

. 2 points, méme chose que pour la question 7.

a.

b.

. 2 points, 1 pour dire qu'une suite croissante diverge vers +o0o ou bien converge. Puis 1 pour dire

que la convergence serait équivalente a la convergence de la série harmonique.

2 points, c’est un argument de comparaison que les carrés n’ont pas encore vu mais dont ils
peuvent avoir 'intuition. Les points sont donnés facilement pour les carrés, les cubes doivent
écrire I'argument dans le détail.

3 points, il y a trois choses & faire pour montrer que des suites sont adjacentes : I'une croit, 'autre
décroit et la différence tend vers 0 (1 point pour chaque).

2 points, 1 pour citer le théoréme des suites adjacentes, 1 pour en déduire la convergence de la
suite (Sn(—1)),ene-

2 points, attention & la gestion des signes dans les inégalités.

1 point, en principe, déja fait a la question a.

. 2 points, comme pour la 6.c.
10.

4 points, 2 pour chacune des intégrales, répartis en 1 pour donner une primitive et 1 pour finir le
calcul de l'intégrale.

2 points, c’est une traduction des calculs précédents.

3 points, 1 pour savoir quel role donner aux fonctions dans 'IPP, 1 pour la réalisation de 'TPP (avec
I'hypotheése!), 1 pour la formule demandée.

3 points, 1 pour l'initialisation, 2 pour I’hérédité.

a.
b.
c.

a.

2 points, étude de fonction ou 4 nouveau a —t =a — 1+ 1 —t.
3 points, dont 1 pour citer la croissance de l'intégrale.
2 points, 1 pour la limite de R, (a), 1 pour passer a la limite dans 12.

2 points, 1 pour comprendre que c’est a = % qui donne I'encadrement, 1 pour se souvenir de la
question 12 puis 13.b.

b. 5 points, a discuter en fonction de la cohérence et de la bonne marche des programmes Python.

C.

2 points, 1 pour un (petit) argument pour identifier chacune des deux suites.

Exercice 3 : 59 points.

1.

a.
b.

a.

1 point, pure question de cours.

3 points, 1 pour la loi, 1 pour 'espérance, 1 pour la variance.

3 points, 1 pour décrire I’événement avec des pile ou face, 2 pour calculer sa probabilité (1 pour
I'intépendance des lancers bien utilisée).

2 points, 1 pour citer la formule des probas totales avec le bon SCE, 1 pour le calcul de la somme
(pas besoin de justifier la convergence, ¢a fait partie de I’énoncé de la formule).

1 point, le texte nous fait plus ou moins admettre que la loi de R est géométrique de paramétre
p.

b. 2 points, 1 pour la loi du nombre de pile isolés, 1 pour son espérance.

4 points, question assez difficile. 1 point pour montrer que ce qui est admis revient a dire que
[N; = 0] = [R < i] (c’est une égalité entre événements). Une explication vague donne 1 point (en
fait il serait plus rigoureux d’utiliser la formule des probas totales, auquel cas, 1 point supplémen-
taire). Ensuite 2 points pour le calcul de P(R < ).

. 2 points, 1 pour écrire que P([N; =k]) = P([R > i])Pr=i(IV; = k) (ce serait mieux avec la

formule des probas totales mais je ne pénalise pas). Puis 1 pour conclure, avec la loi de N trouvée
précédemment.

2 points, calcul de sommes de séries géométriques.
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5. 2 points, encore un calcul (plus simple)

6. a. 2 points, la seule difficulté consiste & montrer qu’il ne peut pas y avoir plus de n variables de type
N; impliquées. J’accepte une bonne partie des explications avec des phrases.
b. 2 points, I’explication rigoureuse n’est pas facile a trouver...

c. 2 points, encore un argument de comparaison qui devrait mieux marcher pour les cubes.
7. 2 points, a rédiger nécessairement par une double inégalité.
8. 4 points, 1 par ligne complétée.
9. 3 points, pour un programme bien écrit, & pondérer sinon.

10. a. 3 points, trés classique mais il faut écrire un programme correct. (quelques points donnés si I'idée
me semble cohérente mais que le programme est mal écrit).
b. 2 points, il faut calculer P ([T = 4]) et comparer avec 0,123. Les cubes sont encouragés a citer la
loi faible des grands nombres mais c’est hors baréme.
11. 3 points, question trés simple, 1 pour la loi, 1 pour l'espérance, 1 pour la variance (question de cours).

12. a. 4 points, 2 pour la dépendance de Y, et Y, 1 et 2 pour 'indépendance de Y,, et Yy,.
b. 3 points, 2 pour la calcul de la covariance dans le cas n/n+1 et 1 pour citer le cours (indépendance
implique non corrélation) dans le cas n/m.
13. a. 3 points, 1 point pour Iespérance, 2 pour la formule sur la variance (le mieux semble de faire une
récurrence sur n).
b. 2 points, manipulation d’inégalités simple.

14. 2 points, 1 pour chaque partie de la question. Grand classique

Orthographe, présentation, lisibilité, soin de la copie : 7 points. Le total de 144 points est divisé
par 4.5 pour faire une note sur 20 (il y a donc 32 points a prendre en tout).

CORRECTION DETAILLEE.

CORRECTION 1 1. a. Il s’agit de faire apparaitre des séries géométriques et géométriques dérivées,
c’est-a-dire des termes généraux de la forme

n n

q ou ng" ! ouencore n(n — 1)q”_2.

On rappelle 'astuce suivante, trés fréquemment utilisée pour faire apparaitre une série géométrique
dérivée seconde, :
n*=n(n—1)+n.

On écrit aussi pour assembler les puissances de -2 et les puissances de 5 : (—2)"+2? = 4(—2)". Ainsi

Z“*”éfj”"“ Y (‘52>"+82n(‘52>”+4z(;2)”

n>0 n=0 n>=0 n=0
= 4 n(n-1) —2 n+12§ (=2 n+4§ -2\
5 5 5
n=>0 n=>0 n>=0
= 45 n(n—1) -2 n—|—12§ n -2 n+4§ -2\
N 5 5 5
n=2 n>1 n=0

On reconnait alors la somme de trois séries convergentes : la premiéres est une série géométrique
dérivée seconde de raison g = %2, la deuxiéme est une série géométrique dérivée premiére de
méme raison et la derniére est une série géométrique simple, toujours de méme raison. On sait
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donc que ces séries convergent puisque la raison (commune) est strictement comprise entre —1 et
1. Le cours donne aussi la valeur des sommes :

X (n+1)2(—2)n*2 2 1 1
Z(+)5,S 7y 12— 4
n=0 (1+5) (1+5) 1+5
4080
- =

b. La deuxiéme somme ressemble & un somme télescopique mais & ce détail prés que le télescopage
se produit avec un délai : le terme numéro n de ——— se simplifie avec le terme numéro n + 3

vn+3
de —ﬁ, contrairement au cas plus simple ou la simplification a lieu directement avec le terme

suivant. Dans cette situation, on peut se débrouiller pour se ramener & une somme de séries
télescopiques simples. En effet

On reconnait alors trois sommes télescopiques et ces sommes téléscopiques convergent puisque

les suites de termes généraux \/JT’ \/an_z et \/an_l convergent. Par linéarité la série que nous

étudions converge et on a

+o0

Z<1 _1>_ lim - lim Lt lm -

n=1 \/m \/ﬁ n~>+00\/n+3 \/1—|—2 n~>+oo\/n+2 \/1+1 nﬁ+oo\/m
1 1

R

2. Notons B et C les matrice suivantes :

5

100 010
B=I;=|0 1 0] e c=[0 01
00 1 000

Alors, on a A = B + C et (hypotheése indispensable!!) B et C' commute. En effet, la matrice identité
B commute avec toutes les matrices. Nous pouvons donc appliquer la formule du binéme & la somme :

k=0
Pour terminer le raisonnement, nous devons calculer les puissances de B et C' (en espérant bien sir
qu’elles soient plus simples que celles de A). Or la matrice B, qui est égale a I'identité a pour puissance,
pour tout k € N,
BF =1k = 1,.
Il reste & calculer les puissances de C. C’est trés classique. Il se trouve qu’en fait C' est nilpotente. Le
calcul donne en effet

Cc? = puis C° =

S O O
o O O
S O =
o O O
o O O
o O O

On en déduit alors que toutes les puissances d’exposant supérieur & 2 sont nulles : pour tout k& > 2,
Ck=C?CF2 =002 =0,
On peut donc simplifier la somme qui est le 2éme membre de la formule du binéme :

A" = <0> 1 + <1>CI+ (”) C?l,
n n 2
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(tous les autres termes sont nuls parce qu’ils font intervenir une puissance supérieure de C). Finalement
1 n n(n—1)
n(n—1 2
A" ::13-+-n(7—%44£4§44—2(72:: 0 1 n
0 0 1

3. On admet donc que la suite diverge (c¢’est-a-dire que le programme suivant ne va pas tourner éternel-
lement) et on peut s’y prendre de la fagon suivante

[
1 numpy as np

seuil (A)
| u=2
5 n 0
6 u<a
7 np.exp(u) .np.exp (1) *u
8 n+1

9 n

4. a. C’est une question de cours, on sait que les fonctions solutions sont toutes les fonctions de la
forme
{t—Ce* | CeR}.
(il y a bien une inifnité de telles fonctions, une pour chaque valeur de C).
b. Il suffit de vérifier que la fonction présentée est bien une solution de I’équation différentielle. On
note donc f(t) = cte?’. On constate que f est bien dérivable et que

F(t) = ce® 4 2cte® = ce®t + 2£(1).
Ainsi f est bien solution de I’équation différentielle avec second membre de cette question.

c. Il reste & nouveau a citer le cours, et précisément le principe de superposition des solutions d’une
équation différentielle : les solutions générales de ’équation différentielle avec second membre sont
des sommes de solutions de I'équation sans second membre (celles de la question a) avec la solution
particuliére (celle de la question b) :

S={t— Ce” +cte’ | C €R}.

CORRECTION 2
Pour une correction d’ECRICOME 2026, voir le lien https://louismerlin.fr/Enseignement/Archives/
ECRICOME26cor . pdf

CORRECTION 3
Pour une correction de 'EML 2026, voir le lien https://louismerlin.fr/Enseignement/Archives/EML26cor.
pdf
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